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今後の予定

• １１月３日（木）：文化の日（祝日）で授業無し

• １１月１０日（木）：研究室見学会のため授業無し

• １１月１７日（木）：授業第５回目

• １２月中に中間試験を予定



前回の復習
シンプレックス法

ピボット演算に伴う問題の書き換え方



実行可能基底解の改善方法（その１）

• 現在の実行可能基底解が最適でない

より良い実行可能基底解を求めたい

① 基底解の基底変数を使って，線形計画問題を書き換える

目的関数： െݔଵ െ ଶݔ 		→ 最小化
制約条件： ଵݔ3 ൅ ଶݔ2 ൅ ଷݔ 											ൌ 12

ଵݔ 			൅ ଶݔ2 											൅ ସݔ ൌ 8
ଵݔ ൒ 0, ଶݔ ൒ 0, ଷݔ ൒ 0, ସݔ ൒ 0

基底ݔଷ, 非基底	ସݔ ,ଵݔ ଶݔ
基底解 (0,0,12,8) 

目的関数： 0 െ ଵݔ െ ଶݔ 		→ 最小化
制約条件： ଷݔ ൌ 12 െ ଵݔ3 െ ଶݔ2 ൒ 0

ସݔ ൌ 8 െ ଵݔ െ ଶݔ2 ൒ 0
ଵݔ ൒ 0, ଶݔ ൒ 0

② 目的関数のݔଵ, ଶの係数をݔ
チェックݔଵの係数は負
基底解は最適でない

しかし，ݔଵ を増やすと
目的関数値を減少できる！



実行可能基底解の改善方法（その２）

目的関数： 0 െ ଵݔ െ ଶݔ 		→ 最小化
制約条件： ଷݔ ൌ 12 െ ଵݔ3 െ ଶݔ2 ൒ 0

ସݔ ൌ 8 െ ଵݔ െ ଶݔ2 ൒ 0
ଵݔ ൒ 0, ଶݔ ൒ 0

ଵݔ を増やすと
目的関数値を減少できる！
元の値０から
どの程度まで増やせるか？

• ２つの制約条件を考慮：ݔଷ, の非負性を保つ	ସݔ

ଷݔ ൌ 12 െ ଵݔ3 െ ଶݔ2 ൒ 0
ݔଷ の非負性を保つためには，ݔଵ は最大12/3ൌ4まで増やせる

ସݔ ൌ 8 െ ଵݔ െ ଶݔ2 ൒ 0
ݔସ の非負性を保つためには，ݔଵ は最大8/1ൌ8まで増やせる

∴ ଵݔ は最大maxሼ4,8ሽൌ4まで増やせる



実行可能基底解の改善方法（その３）

目的関数： െ4 ൅ ଵ
ଷ
ଷݔ െ

ଵ
ଷ
ଶݔ 		→ 最小化

制約条件：ݔଵ ൌ 4 െ ଵ
ଷ
ଷݔ െ

ଶ
ଷ
ଶݔ ൒ 0

ସݔ ൌ 4 ൅ ଵ
ଷ
ଷݔ െ

ସ
ଷ
ଶݔ ൒ 0

ଷݔ ൒ 0, ଶݔ ൒ 0

目的関数は4減少， ଵݔ は4に，ݔଷ は0になる

新たに ଷݔ を非基底変数に，ݔଵを基底変数にするピボット操作を行う

基底変数，非基底変数の組合せが変わった

2回目の反復

①新たな基底変数，非基底変数に合わせて問題を書き換える

ଷݔ ൌ 12 െ ଵݔ3 െ ଶݔ2 ଵݔ ൌ 4 െ ଵ
ଷ
ଷݔ െ

ଶ
ଷ
ଶݔ

この式を他の式に代入



実行可能基底解の改善方法（その４）
3回目の反復

①新たな基底変数，非基底変数に合わせて問題を書き換える

ସݔ ൌ 4 ൅ ଵ
ଷ
ଷݔ െ

ସ
ଷ
ଶݔ ଶݔ ൌ 3 ൅ ଵ

ସ
ଷݔ െ

ଷ
ସ
ସݔ

この式を他の式に代入

② 目的関数のݔଷ, ସの係数をݔ
チェック全て非負

基底解は最適（終了）

目的関数： െ5 ൅ ଵ
ସ
ଷݔ ൅

ଵ
ସ
ସݔ 		→ 最小化

制約条件： ଵݔ ൌ 2 െ ଵ
ଶ
ଷݔ ൅

ଵ
ଶ
ସݔ ൒ 0

ଶݔ				 ൌ 3 ൅ ଵ
ସ
ଷݔ െ

ଷ
ସ
ସݔ ൒ 0

ଷݔ ൒ 0, ସݔ ൒ 0



非有界性の判定

• 線形計画問題は非有界

目的関数値を任意に小さくできる（最小化の場合）

与えられた問題の非有界性は，基底解の改善の際に判定できる

例：
目的関数：0 െ 1ݔ2 െ 2ݔ െ 3最小化ݔ

制約条件：4ݔ ൌ 4 ൅ 1ݔ2 െ 2ݔ2 ൅ ଷݔ ൒ 0
	5ݔ ൌ 4 ൅ 									1ݔ2 െ 3ݔ4 ൒ 0
	6ݔ ൌ 1 ൅ 1ݔ4 െ 2ݔ3 ൅ 3ݔ ൒ 0
ଵݔ ൒ 0, ଶݔ ൒ 0, ଷݔ ൒ 0

② 目的関数の係数を
チェック

ݔଵの係数は負
基底解は最適でない
ଵݔ を増やすと目的関数値
を減少できる！

,ସݔଵを任意に増加させても，基底変数ݔ ,ହݔ ଺は非負のままݔ
ݔଵ は無限大に増加可能目的関数は無限に小さくできる（非有界）



シンプレックス法のまとめ

• 入力：標準形の線形計画問題

• 出力：最適解があれば最適解を出力，非有界の時はそれを判定

ステップ0：初期の実行可能基底解を求め，それに合わせて問題を書き換え

ステップ1：最適性判定

目的関数の非基底変数の係数が全て非負
現在の基底解は最適解

ある非基底変数ݔ௦の係数が負増加させる

ステップ2：非有界性判定、ピボット演算
変数ݔ௦をどれだけ増やせるか計算

無限に増やせる⇒非有界
それ以外ݔ௦を最大限増やしたときに０に減少する

基底変数ݔ௧を非基底変数に変更， ௦を基底変数に変更ݔ

新しい基底変数，非基底変数に合わせて問題を書き換え，ステップ1へ

初期の実行可能
基底解は

どうやって求める？



今日の内容
線形計画問題（２章）

２．５ ２段階シンプレックス法

２．６ 双対性



２．５ ２段階シンプレックス法



初期の実行可能基底解の求め方

• 初期の実行可能基底解はどうやってもとめる？

• 簡単な場合：元の制約が「左辺≦正の数」の形

制約条件： ଵݔ3 ൅ ଶݔ2 ൑ 12
ଵݔ 			൅ ଶݔ2 ൑ 8

制約条件： ଵݔ3 ൅ ଶݔ2 ൅ ଷݔ 											ൌ 12
ଵݔ 			൅ ଶݔ2 											൅ ସݔ ൌ 8

スラック変数を
追加して等式にする

スラック変数を基底変数に
元々の変数を非基底変数にする

制約条件： ଷݔ ൌ 12 െ ଵݔ3 െ ଶݔ2
ସݔ ൌ 8 െ ଵݔ ൅ ଶݔ2

実行可能基底解が
得られる



二段階シンプレックス法

• 一般に初期実行可能基底解を求めることは簡単ではない

• そもそも，与えられた問題が実行可能解をもつか否か，わから
ない

• 二段階シンプレックス法の利用：シンプレックス法を２回使う

• １段階目：初期実行可能基底解を求める

（実行可能解が存在するか否かを判定）

• ２段階目：最適解を求める

（非有界な場合はそれを判定）



初期実行可能基底解を求める

• この問題に実行可能解が存在するか調べたい

• 存在する場合には，実行可能基底解を求めたい

 人工的な線形計画問題を作り，シンプレックス法を適用

• 制約条件に新たな非負変数（人工変数）を追加

目的関数： െ2ݔଵ െ ଶݔ െ ଷݔ
制約条件：	െݔଵ െ ଶݔ2 									ൌ െ12

ଵݔ ൅ ଶݔ4 ൅ ଷݔ2 ൌ 20

	െݔଵ െ ଶݔ2 												െ ସݔ 								ൌ െ12
ଵݔ ൅ ଶݔ4 ൅ ଷݔ2 									൅ ହݔ ൌ 20

右辺が正左辺に新たな変数を加える
右辺が負左辺から新たな変数を引く
右辺が０何もしない



人工問題の性質（その１）

• 新たな制約条件を（非負条件も）満たす解は簡単に得られる

• 人工変数を右辺の値の絶対値に設定，元の変数は０

• 上の例：人工変数ݔସ, ,ଵݔହ，元の変数ݔ ,ଶݔ ,ଷݔ
得られる解(0,0,0,12,20)

	െݔଵ െ ଶݔ2 												െ ସݔ 								ൌ െ12
ଵݔ ൅ ଶݔ4 ൅ ଷݔ2 									൅ ହݔ ൌ 20

人工変数の追加方法より，
次の性質が得られる



人工問題の性質（その２）

• 人工変数が全て０の実行可能解から，元の問題の実行可能解が
簡単に得られる

• 元の問題の実行可能解から，人工変数が全て０の実行可能解が
簡単に得られる

• 上の例： 人工問題の解(12,0,4,0,0)  元の問題の解(12,0,4)

• 人工変数が全て０の実行可能解が存在しない場合，

元の問題は実行可能解をもたないことがわかる

• 人工変数の和を最小化する線形計画問題を考えればよい

	െݔଵ െ ଶݔ2 												െ ସݔ 								ൌ െ12
ଵݔ ൅ ଶݔ4 ൅ ଷݔ2 									൅ ହݔ ൌ 20

人工変数の追加方法より，
次の性質が得られる

人工変数が全て０の実行可能解が存在
元の問題の実行可能解が存在



第１段階で解く人工問題

• 人工変数の和を最小化する線形計画問題を第１段階で解く

目的関数： ସݔ ൅ ହ最小化ݔ
制約条件：
	െݔଵ െ ଶݔ2 												െ ସݔ 								ൌ െ12
ଵݔ ൅ ଶݔ4 ൅ ଷݔ2 									൅ ହݔ ൌ 20
…,ଵݔ , ହݔ ൒ 0

人工変数は全て非負最適値は必ず非負
• 「最適値＝０」の場合
人工変数は全て０元の問題の実行可能解が存在
• 「最適値＞０」の場合
人工変数は全て０にすることは不可能
元の問題の実行可能解は存在しない



初期実行可能基底解の求め方（その１）

• 人工変数の和を最小化する線形計画問題をシンプレックス法で解い
て得られる最適基底解

• 「最適値＝０」の場合，人工変数は全て０

（退化した基底解でなければ）人工変数は全て非基底変数

人工変数を削除すると，元の問題の実行可能基底解になる

目的関数： ସݔ ൅ ହ最小化ݔ
制約条件：
ଵݔ ൌ 4 ൅ ଷݔ2 െ ସݔ2 ൅ ହݔ
ଶݔ ൌ 4 െ ଷݔ ൅

ଵ
ଶ
ସݔ െ

ଵ
ଶ
ହݔ

目的関数： ସݔ ൅ ହ最小化ݔ
制約条件：
ଵݔ ൌ 4 ൅ ଷݔ2 െ ସݔ2 ൅ ହݔ
ଶݔ ൌ 4 െ ଷݔ ൅

ଵ
ଶ
ସݔ െ

ଵ
ଶ
ହݔ

人工変数を削除

人工問題の目的
関数も削除

人工問題の
最適基底解
(4,4,0,0,0)

元の問題の
初期実行可能基底解
(4,4,0)



初期実行可能基底解の求め方（その２）

• 人工変数が基底変数になっていた場合

人工変数の値は０

非基底変数の中の元の変数をうまく選んで入れ替える

人工変数を非基底変数にすることが可能

目的関数： ଷݔ ൅ ସݔ ൅ ଶݔ2
制約条件：
ଵݔ ൌ 4 െ ଷݔ2 െ ସݔ2 ൅ ଶݔ
ହݔ ൌ 0 ൅ ଷݔ 												൅ ଶݔ2

ହݔ の式の右辺で，
係数が非ゼロの
元の変数（ݔଶ, ଷ）をݔ
１つ選び，入れ替え

人工変数ݔସ, ହݔ
ହは基底変数ݔ

値は０

目的関数： ହݔ ൅ ସݔ
制約条件：
ଵݔ ൌ 4 െ ହݔ2 െ ସݔ2 ൅ ଶݔ5
ଷݔ ൌ 0 ൅ ହݔ 													െ ଶݔ2

人工変数ݔସ, ହݔ
は全て非基底変数
になった



１段階目：実行可能解の判定

 人工問題を作成

→シンプレックス法を適用，

元の問題の実行可能解の有無を調べる

実行可能解をもたない⇒終了

実行可能解をもつ⇒実行可能基底解を出力、２段階目へ

２段階目：非有界性判定、最適解の検出

 １段階目で求めた実行可能基底解を使って，

シンプレックス法を実行

２段階シンプレックス法の流れ

• シンプレックス法を２回使用，実行可能解の有無も判定



２．６ 双対性



最適値の見積もりの計算（その１）
• 標準形の線形計画問題

• 最適値を下から見積もりたい（最適値の下界値の計算）

目的関数： െ2ݔଵ െ ଶݔ െ ଷ最小化ݔ
制約条件：	െݔଵ െ ଶݔ2 									ൌ െ12①

ଵݔ ൅ ଶݔ4 ൅ ଷݔ2 ൌ 20 ②
,ଵݔ ,ଶݔ ଷݔ ൒ 0

制約を定数倍して
足し合わせる

①+②×(-1)： െ2ݔଵ െ ଶݔ6 െ ଷݔ2 ൌ െ32
変数は全て非負なので，（目的関数）െ2ݔଵ െ ଶݔ െ ଷݔ

൒ െ2ݔଵ െ ଶݔ6 െ ଷݔ2 ൌ െ32
①×(3/2)+②×(-1/2)： （目的関数≧）െ2ݔଵ െ ଶݔ5 െ ଷݔ ൌ െ28

最適値の下界値

最適値のより良い
下界値

より良い下界を
上手に求める方法は？



最適値の見積もりの計算（その２）
• 標準形の線形計画問題

• 最適値を下から見積もりたい（最適値の下界値の計算）

目的関数： െ2ݔଵ െ ଶݔ െ ଷ最小化ݔ
制約条件：	െݔଵ െ ଶݔ2 									ൌ െ12①

ଵݔ ൅ ଶݔ4 ൅ ଷݔ2 ൌ 20 ②
,ଵݔ ,ଶݔ ଷݔ ൒ 0

各制約に変数を
掛けて足し合わせる

：ଶݕ×②+ଵݕ×①
െݕଵ ൅ ଶݕ ଵݔ ൅ െ2ݕଵ ൅ ଶݕ4 ଶݔ ൅ ଶݕ2 ଷݔ ൌ െ12ݕଵ ൅ ଶݕ20

これが下界値になるための条件
：ଵの係数に関する条件ݔ െݕଵ ൅ ଶݕ ൑ െ2
ଵݕଶの係数に関する条件：െ2ݔ ൅ ଶݕ4 ൑ െ1
：ଷの係数に関する条件ݔ ଶݕ2 ൑ െ1

これが下界値
出来るだけ
大きくしたい



最適値の見積もりの計算（その３）
• 標準形の線形計画問題

• 最適値を下から見積もりたい（最適値の下界値の計算）

• 一番良い（大きい）下界値を求める問題は次のように

定式化される

目的関数：െ12ݕଵ ൅ ଶ最大化ݕ20
制約条件：െݕଵ ൅ ଶݕ ൑ െ2

െ2ݕଵ ൅ ଶݕ4 ൑ െ1
ଶݕ2 ൑ െ1

（変数の非負条件は無し）

これは線形計画問題
元の問題の双対問題と呼ばれる
元の問題は主問題と呼ばれる

主問題の各変数と
双対問題の各制約条件は

１対１対応

主問題の各制約条件と
双対問題の各変数は

１対１対応



標準形の双対問題

• 標準形の

線形計画問題

（主問題）

目的関数： ܿଵݔଵ ൅ ܿଶݔଶ ൅ ⋯൅ ܿ௡ݔ௡ 		→ 最小化
制約条件： ܽଵଵݔଵ ൅ ܽଵଶݔଶ ൅ ⋯൅ ܽଵ௡ݔ௡ ൌ ܾଵ		

ܽଶଵݔଵ ൅ ܽଶଶݔଶ ൅ ⋯൅ ܽଶ௡ݔ௡ ൌ ܾଶ
⋮

ܽ௠ଵݔଵ ൅ ܽ௠ଶݔଶ ൅ ⋯൅ ܽ௠௡ݔ௡ ൌ ܾ௠
ଵݔ ൒ 0, ଶݔ ൒ 0,… , ௡ݔ ൒ 0

目的関数： ܾଵݕଵ ൅ ܾଶݕଶ ൅⋯൅ ܾ௠ݕ௠ 		→ 最大化
制約条件： ܽଵଵݕଵ ൅ ܽଶଵݕଶ ൅ ⋯൅ ܽ௠ଵ ൑ ܿଵ		

ܽଵଶݕଵ ൅ ܽଶଶݕଶ ൅⋯൅ ܽ௠ଶ ൑ ܿଶ
⋮

ܽଵ௡ݕଵ ൅ ܽଶ௡ݕଶ ൅ ⋯൅ ܽ௠௡ ൑ ܿ௡
（変数の非負制約は無し）

• その双対問題

主問題の各変数と
双対問題の各制約条件は

１対１対応

主問題の各制約条件と
双対問題の各変数は

１対１対応

↔ ଵݕ
↔ ଶݕ

↔ ௠ݕ

↔ ଵݔ
↔ ଶݔ

↔ ௡ݔ



弱双対定理とその系（その１）
双対問題の定義より，次の重要な性質が導ける

弱双対定理：主問題と双対問題のそれぞれの任意の実行可能解
,ଵݔ ,ଶݔ … , ௡ݔ および ,ଵݕ ,ଶݕ … , ௠ݕ に対して
∑௜ୀଵ௡ ܿ௜ݔ௜ ൒ ∑௝ୀଵ௠ ܾ௜ݕ௜ が成立

弱双対定理から，次の性質が導ける

系１：主問題の任意の実行可能解 ,ଵݔ ,ଶݔ … , ௡ݔ に対して，
∑௜ୀଵ௡ ܿ௜ݔ௜ ൒双対問題の最大値 が成立．

双対問題の任意の実行可能解 ,ଵݕ ,ଶݕ … , ௠ݕ に対して
∑௝ୀଵ௠ ܾ௜ݕ௜ ൑主問題の最小値 が成立



弱双対定理とその系（その２）

系３：主問題が非有界ならば，双対問題は実行可能解をもたない
双対問題が非有界ならば，主問題は実行可能解をもたない

弱双対定理から，次の性質が導ける

系２：主問題と双対問題のそれぞれの任意の実行可能解
,ଵݔ ,ଶݔ … , ௡ݔ および ,ଵݕ ,ଶݕ … , ௠ݕ が

∑௜ୀଵ௡ ܿ௜ݔ௜ ൌ ∑௝ୀଵ௠ ܾ௜ݕ௜を満たす

 ,ଵݔ ,ଶݔ … , ௡ݔ および ,ଵݕ ,ଶݕ … , ௠ݕ は
主問題と双対問題の最適解



証明→レポート問題

手順（１）双対問題を標準形に書き換え

（２）書き換えた問題の双対問題をつくる

（３）得られた双対問題を書き換えて，

元の問題（主問題）に一致することを確かめる．

性質：双対問題の双対問題は主問題に一致する

主問題と双対問題の関係



レポート問題（〆切：次回授業１３：０５まで）

問１：次の問題を２段階シンプレックス法で解け．途中の計算過程も
書くこと

ܽ 目的関数：െ 1ݔ3 െ 2ݔ2 → 最小化
制約条件：21ݔ െ 2ݔ െ ଷݔ ൌ 	െ1
																		െ1ݔ ൅ 2ݔ2 െ ସݔ ൌ 	4
																		െ1ݔ െ 2ݔ െ ହݔ ൌ 	െ2

,1ݔ																		 … , ହݔ ≧ 0

ܾ 目的関数：െ 1ݔ3 െ 2ݔ2 → 最小化
制約条件：21ݔ െ 2ݔ െ ଷݔ ൌ െ1
																				െ1ݔ ൅ 2ݔ2 െ ସݔ ൌ 0
1ݔ																					 ൅ 2ݔ െ ହݔ ൌ 2

														 ,1ݔ … , ହݔ ≧ 0

問２：左の問題(a)の双対問
題を書きなさい．

問３：双対問題の双対問題

が主問題に一致することを

証明せよ．

問４：弱双対定理の系３を証
明せよ．


