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復習：制約なし最適化問題，
 勾配ベクトル

入力：目的関数
 

f(x) のみ

最小化
 

f(x) 条件
 

なし
 

(x∈Rn)
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関数 f の勾配ベクトル

一変数関数の場合は



復習：一次のテイラー展開[p.89]

関数 f は勾配ベクトルを傾きとする線形関数により
 近似できる

関数 f(x) の x=a における一次のテイラー展開
（a は定数ベクトル）

この部分が線形関数，f(x) を近似



復習:一次のテイラー展開

例１：

a x

f1 の x=a における一次のテイラー展開

例２：

f2 の x=1 における一次のテイラー展開
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勾配ベクトルの性質

勾配ベクトルと逆の方向に進むと関数値が減る

証明：

一次のテイラー展開において x = y + d, a = y とおくと, 

性質：



勾配ベクトルの性質

勾配ベクトルと逆の方向に進むと関数値が減る

証明の続き：

性質：



復習：最適性条件

定理（制約なし最適化問題の最適性条件）：

x*: 制約なし問題の最適解
 

⇒
 

x*は停留点

最適性条件：ベクトル
 

x が非線形計画問題の
最適解であるための必要条件

制約なし最適化問題：
 

最小化
 

f(x)

定義：
 

x は停留点
 

⇔
 

∇f(x）＝0



最適性条件 [p.97]
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定理（制約なし最適化問題の最適性条件）：

x*: 制約なし問題の最適解
 

⇒
 

∇f(x*) = 0

例：
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(x1 ,x2 ) = (1,0) が最適解
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最適性条件 [p.97]

例： 3456 4
5
3

6
1)( xxxxxf 

※「x*は停留点
 

⇒
 

x*は最適解」は必ずしも
成り立たない

)3)(2()2()( 2  xxxxxf

停留点はx = -2, 0, 2, 3
最適解はx = -2 のみ
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極小解、極大解、鞍点 [p.99]

極小解: x*

 
の付近だけに注目したとき、x*

 
は最小

停留点
 

x*

 
の分類

鞍点：極小点でも
極大点でもない停留点

あるδ＞0 が存在して、||x –
 

x*|| ≦δを満たす
すべての

 
x に対して

 
f(x) ≧

 
f(x*)

極大解
極小解

極小解

極大解: x*

 
の付近だけに注目したとき、x*

 
は最大

鞍点



制約なし問題の解法１：最急降下法
 [p.102]

最急降下法のアイディア：
勾配ベクトルと逆の方向に進むと関数値が減る

現在の点
 

x を
 

x－α∇f(x) により更新
⇒

 
関数値

 
f(x) を減らしていく

ステップサイズ

ステップサイズの選び方：
次の一変数最適化問題を（近似的に）解く

最小化
 

f(x－α∇f(x))   条件
 

α＞0

直線探索と呼ばれる
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最急降下法の実行例 [p.103]
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•(x1 ,x2 ) = (0,1) から

スタート

初期点

教科書の例3.2,3.8:

•∇f(0,1) = (-2,8) 

•f(0 + 2α,1 – 8α) 
を最小にするのは
α=0.13

•次の点は
(x1 ,x2 ) = (0.26,- 0.05)

勾配ベクトル

α=0.13
等高線に接する点



最急降下法のアルゴリズム [p.102]

入力：関数 f とその勾配ベクトル∇f
初期点 x0

ステップ０：
 

k =0 とする

ステップ１：
 

xk が最適解に十分近ければ終了

ステップ２：最急降下方向 –∇f(xk) を計算

ステップ３：直線探索問題

最小化
 

f(xk－α∇f(xk))   条件
 

α＞0
を解き、解をαkとする

ステップ４：
 

xk+1=xk – αk∇f(xk) とおく

ステップ５：
 

k=k+1として、ステップ1に戻る



ヘッセ行列 [p.90]
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関数 f のヘッセ行列

一変数関数の場合は2階導関数に一致

)('')(H xfxf 



ヘッセ行列（続き）
 

[p.89]
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例：
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121213 log),( xxxxxf 
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レポート問題

21211 2),( xxxxf  1),( 2
2

2
1212  xxxxf

1221213 loglog),( xxxxxxf 
)( 対称行列は次元ベクトル，はただし， nnn Vx

問題１:下記の４つの関数のヘッセ行列を計算しなさい

問題3：関数 f(x,y) = (x – 2)4 + (x – 2y)2 に対して、初期点を(0, 3) と
 して最急降下法を適用せよ。資料に添付してある等高線の図を使って

実行すること．（数値はおおまかに計算すればよい）
ポイント：点の動きを表す折れ線の角度は必ず90度
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