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数理計画法 第５回

ネットワーク計画
１．ネットワーク計画問題とは？
２．最大フロー問題

担当： 塩浦昭義

(情報科学研究科 助教授)
shioura@dais.is.tohoku.ac.jp

１．ネットワーク計画問題とは？

グラフとネットワーク
★（無向、有向）グラフ
頂点（接点、点）が枝（辺、弧，線）で結ばれたもの
★ネットワーク
頂点や枝に数値データ（距離、コストなど）が
付加されたもの

無向グラフ
有向グラフ
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ネットワーク計画問題

★ネットワーク計画問題
ネットワークに関する数理計画問題

例： 最小木問題

最短路問題

最大フロー問題

最小費用フロー問題

「アルゴリズムとデータ構造」
で扱う

この授業で扱う
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最小木問題

枝の長さの和が最小の木を求める
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具体例： 大学内のLAN構築
電力会社の送電ネットワーク構築
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木の例

最短路問題
指定された２点間のパスの中で

枝の長さの和を最小化
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始点

終点
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具体例：カーナビなど

最大フロー問題
具体例：工場から小売店へ商品を

なるべく多く配送したい

工場
小売店
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配送パターンの例

配送量＝５ 最大？

最小費用フロー問題
具体例：工場から小売店へ商品を

なるべく安く配送したい
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配送パターンの例

配送費用＝100 最小？

指定配送量

4

商品1単位
当たりの
輸送費用
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２．最大フロー問題

最大フロー問題の定義（その１）

需要点
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枝の容量

入力：有向グラフ G = (V, E)
供給点 s ∈ V, 需要点 t ∈ V
各枝 (i, j) ∈ V の容量 uij≧ 0

供給点

最大フロー問題の定義（その２）
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目的：供給点から需要点に、

枝と頂点を経由して「もの」をたくさん流したい

条件１（容量条件）：

0 ≦各枝を流れる「もの」の量≦枝の容量
条件2（流用保存条件）：
頂点から流れ出す「もの」の量＝ 流れ込む「もの」の量

与えられたネットワーク
と解の一例 3
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最大フロー問題の定式化（その１）

目的：供給点から需要点に「もの」をたくさん流したい

⇒最大化 f
容量条件：0 ≦各枝を流れる「もの」の量≦枝の容量
⇒ 0 ≦ xij≦ uij ( (i,j) ∈ E )

変数 xij： 枝 (i, j) を流れる「もの」の量
変数 f： 需要点に流れ込む「もの」の量

（＝供給点から流れ出す「もの」の量）
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最大フロー問題の定式化（その２）

供給点と需要点に関する条件：
∑{xsj | (s,j) は s から出る} -∑{xis | (i,s) は s に入る} = f
∑{xtj | (t,j) は t から出る}   - ∑{xit | (i,t) は t に入る}  = - f

流用保存条件：

(頂点から流れ出す「もの」の量)
ー (流れ込む「もの」の量) ＝ 0

⇒ ∑{xkj | 枝 (k,j) は頂点 k から出る}
ー∑{xik | 枝 (i,k) は頂点 k に入る} ＝ ０

(k ∈ V ‒ {s, t})

k
a

b

c

d

(xkc + xkd) – (xak + xbk) = 0

最大フロー問題の定式化（その３）

∑{xsj | (s,j) は s から出る}
-∑{xis | (i,s) は s に入る} = f

∑{xtj | (t,j) は t から出る}
-∑{xit | (i,t) は t に入る} = - f

∑{xkj | (k,j) は k から出る}
-∑{xik | (i,k) は k に入る} = 0    (k ∈ V ‒ {s, t})

定式化をまとめると

最大化 f
条件 0 ≦ xij≦ uij ( (i,j) ∈ E ) 

この問題の許容解 － フロー

最大フロー問題の解法

最大フロー問題は線形計画問題の特殊ケース

⇒ 単体法で解くことが可能！

最大フロー問題は良い離散構造をもつ

⇒ この問題専用の解法（フロー増加法など）

により、より簡単に，より高速に解くことが可能

最大フローの判定（その１）
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フローの例１：最大？

最大フローではない
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最大フローの判定（その２）
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問題の例
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フローの例２：最大？

最大フローではない
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最大フローでないことを効率よく行うには？

⇒ 残余ネットワークを利用

残余ネットワーク（その１）
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残余ネットワークの作り方

問題例とフロー

各枝のデータは

（フロー量/容量）

枝(s,a)において
☆さらに４－３＝１だけフロー

を流せる

⇒ 残余ネットワークに
容量1の枝(s,a)を加える
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☆現在のフロー３を逆流させて

０にすることが出来る
⇒ 容量3の枝(a,s)を加える

残余ネットワーク（その２）

2/2

1/33/4

0/3 2/2

s

b

a

t

残余ネットワークの作り方

問題例とフロー
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同様の操作を
各枝に行う
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残余ネットワーク
の完成

残余ネットワーク（その３）

残余ネットワークの作り方のまとめ

x = (xij | (i,j) ∈ E): 現在のフロー

フロー x に関する残余ネットワーク Gx= (V, Ex)
Ex = Fx∪ Rx

順向きの枝集合
Fx = { (i, j) | (i, j) ∈ E, xij < uij} 

各枝の容量 ux
ij = uij – xij

i jxij < uij

i j
容量uij - xij

逆向きの枝集合
Rx = { (j, i) | (i, j) ∈ E, xij > 0} 

各枝の容量 ux
ji = xij

i jxij > 0

i j
容量xij
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残余ネットワークの性質（その１）
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問題 フローの例

1

01

0 1

s

b

a

t

性質：残余ネットワークに s-t パスが存在する
⇔現在のフローは増加可能
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残余ネットワーク

s-t パスが存在
⇒ フローは

増加可能

残余ネットワークの性質（その２）

現在のフロー
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残余ネットワーク

s-t パスの枝の容量
の最小値はα＝１
⇒各枝のフロー値を
±α変化させる

パスの枝と
同じ向き⇒フロー値に＋α
逆の向き⇒フロー値にーα
無関係⇒フロー値は不変
この更新により、s から t への
供給量はα増加
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残余ネットワークの性質（その３）
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問題 フロー

0

11

1 1

s

b

a

t

性質：残余ネットワークに s-t パスが存在しない
⇔現在のフローは最大フロー
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残余ネットワーク

s-t パスが存在しない
⇒ フローは最大

1

1

フロー増加法

最大フローを求めるためのアルゴリズム

ステップ０：初期フローとして、全ての枝のフロー量を

０とする

ステップ１：現在のフローに関する残余ネットワークを作る

ステップ２：残余ネットワークに s-t パスが存在しない
⇒現在のフローは最大（終了）

ステップ３：残余ネットワークの s-t パスをひとつ求め、
それを用いて現在のフローを更新する

ステップ４：ステップ１へ戻る


