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妥当不等式の利用

conv(X)の表現を求める代わりに，
解集合 X に対する妥当不等式を

繰り返し追加
得られる多面体は次第にconv(X)

近づく
ＬＰ最適解が次第にＩＰ最適解に

近づく．
運が良ければＩＰ最適解が得られる

「良い」妥当不等式とは？
妥当不等式の使い方は？



整数計画問題に対する妥当不等式の
 

作り方

基本となる性質：



マッチングの奇閉路不等式


 
無向グラフのマッチング

各頂点に接する枝が高々一本である枝集合



 
マッチング集合の妥当不等式（奇閉路不等式）



 
奇数の長さ 2k +1 の閉路 T⊆E



 
Tに含まれるマッチングの枝は高々 k 本



マッチングに対する奇閉路不等式の
 

導出

T：長さ
 

2k+1 の閉路
V(T): T に含まれる頂点集合
E(T): V(T)に含まれる頂点

を結ぶ枝の集合

Tに含まれる各頂点に対する一番目の不等式を辺々加え，
 1/2をかける



マッチングに対する奇閉路不等式の
 

導出



整数計画問題に対する妥当不等式の
 

導出例

x

y

1.5 2

3

2x-2y≦3

7x-2y≦14y≦3

ｘに関してタイトな妥当
 不等式が得られた



整数計画問題に対する妥当不等式の
 導出：Chvátal-Gomory procedure


 

ChvátalとGomoryによって提案された，整数計画問題
 の妥当不等式を得るための一般的な手法



整数計画問題に対する妥当不等式の
 導出：Chvátal-Gomory procedure


 

ChvátalとGomoryによって提案された，整数計画問題
 の妥当不等式を得るための一般的な手法


 

この procedure は単純だが，とても有用

定理：
 

任意の妥当不等式は，Chvátal-Gomory procedure
を有限回適用することによって生成可能

証明は省略



整数計画問題に対する妥当不等式の
 

導出例

x

y

1.5 2

3

2x-2y≦3

7x-2y≦14y≦3



妥当不等式を事前に追加する


 
（分枝限定法などで）整数計画問題を解くときに，元々の定式化

を使うのではなく，X の妥当不等式
 

を追加した定式化

を使う



 
利点



 
ＬＰ緩和したときの領域が小さくなる



 
よりよい上界（下界）値



 
整数解が見つかる可能性が高くなる



 
欠点



 
不等式の数が多くなるＬＰ緩和などの計算時間の増大



妥当不等式を事前に見つける方法


 

解集合

を


 

X2 に対する妥当不等式 Cx ≦ d を求める


 

Cx ≦ d を X の定式化に追加



妥当不等式を事前に見つける方法：
 

容量なし施設配置問題の例


 
デポの候補地 N={1, 2, …, n}，顧客 M={1, 2, …, m}



 
デポの幾つかを設置（デポ j の設置コスト fj）



 
全ての顧客をいずれかのデポに割り当て

（顧客 i をデポ j に割り当てコスト
 

cij）



 
目的：デポの設置コスト＋顧客の割当コストの最小化
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妥当不等式を事前に見つける方法：
 

容量なし施設配置問題の例


 
定式化



妥当不等式を事前に見つける方法：
 

容量なし施設配置問題の例


 

容量なし施設配置問題の新たな定式化



切除平面法のアイディア


 

整数ベクトル集合Ｘに対して様々な妥当不等式を生成
 可能，その数は指数個になることも


 

既知の妥当不等式を全て加える

ＬＰを解くだけでも計算時間が膨大


 

有用な妥当不等式だけを追加してＬＰを解くことを反復

短い時間で整数最適解が得られることも



切除平面法の流れ
①

 
現在の定式化に対してＬＰ緩和を解く緩和解 xt （t =反復回数）

②
 

xt が整数解元のＩＰの最適解（終了）

③
 

xt が非整数解xt をカットする妥当不等式が必ず存在

④
 

xtをカットする妥当不等式πx≦β

が見つかった

定式化に追加，①へ戻る

x1

最大化



切除平面法の流れ
①

 
現在の定式化に対してＬＰ緩和を解く緩和解 xt （t =反復回数）

②
 

xt が整数解元のＩＰの最適解（終了）

③
 

xt が非整数解xt をカットする妥当不等式が必ず存在

④
 

xtをカットする妥当不等式πx≦β

が見つかった

定式化に追加，①へ戻る

⑤
 

xtをカットする妥当不等式が

見つからない終了

x2

最大化



切除平面法の流れ
①

 
現在の定式化に対してＬＰ緩和を解く緩和解 xt （t =反復回数）

②
 

xt が整数解元のＩＰの最適解（終了）

③
 

xt が非整数解xt をカットする妥当不等式が必ず存在

④
 

xtをカットする妥当不等式πx≦β

が見つかった

定式化に追加，①へ戻る

⑤
 

xtをカットする妥当不等式が

見つからない終了 x3

最大化



Gomoryの小数切除平面法  (fractional cutting plane algorithm)


 

Chvátal-Gomory procedure を組み込んだ切除平面法


 

ＬＰ緩和の最適基底解を利用

以下では次の例を使ってアルゴリズムを説明



等式制約の問題への変形


 

まず、スラック変数を使って等式条件の問題に変形

スラック変数 x3 , x4 , x5 を使う



ＬＰ緩和解の計算


 

ＬＰ緩和の最適基底解を計算

基底解：
 

n – m 個の変数を0とおいて得られる解

（辞書により表現できる解）
（n: 変数の数、 m: 等式制約の数）

最適な基底解が必ず存在する



最適辞書の計算


 

最適基底解に対応する定式化（辞書）を計算

基底解：
 

n – m 個の変数を0とおいて得られる解

目的関数および制約の右辺に現れる変数

基底解の値に
 等しい



妥当不等式の生成


 
最適基底解が非整数解

GC procedure により妥当不等式を作る

x1 は非整数第1制約を
 使って妥当不等式を作る



妥当不等式の生成


 
最適基底解が非整数解

GC procedure により妥当不等式を作る

GC proc. を
使用

x1 消去

ＬＰ緩和解をカット
する妥当不等式

等式へ



新たな定式化


 
求めた妥当不等式を追加



 
ＬＰ緩和の最適基底解を求める



 
最適基底解に対応する辞書をつくる



妥当不等式の生成


 
最適基底解が非整数解

GC procedure により妥当不等式を作る

x2 は非整数第2制約を
 使って妥当不等式を作る

GC proc. を
使用

等式へx2 消去



新たな定式化


 
求めた妥当不等式を追加



 
ＬＰ緩和の最適基底解を求める

整数解元のＩＰの最適解
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