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有向無閉路グラフでの最短路問題

 入力：有向無閉路(acyclic) グラフ G = (V, A),
２頂点 s, t∈V,  各枝 (i, j) の長さ cij

 出力：s から t への長さ最短の有向パス

頂点ｓ

頂点ｔ



最短路の性質
 s から t への最短パスが頂点 p を通る

 s から p への部分パスは s から p への最短路

p から t への部分パスは p から t への最短路

頂点ｓ

頂点ｔ

頂点p



最短路の性質
 特に，s から t への最短パスにおいて，

t の直前の頂点が p 
 s から p への部分パスは s から p への最短路

 s から t への最短路長＝（sからpへの最短路長）+cpt

頂点ｓ

頂点ｔ

頂点p



最短路長の計算
 定義--- d(v): 頂点 s から v までの最短路長

全頂点 v に対して d(v) は次の再帰式により計算可能

d(v) = min{d(u) + cuv | (u, v)は v に入る枝}
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d(s) = 0

d(a) = 1

※頂点を処理する
順番に注意 d(b) = 3

d(c) = 2

d(e) = min{d(a)+3, 
d(b)+3, d(c)+1}

= 3



最短路計算のポイント
 最短路の性質再帰式による解法

「最適性の原理」
最適解の部分解は，元の問題の部分問題の最適解である

再帰的なアルゴリズム

このアプローチ，もしくはこのアプローチにより得られる
再帰的アルゴリズムを動的計画法という



0-1ナップサック問題と部分問題

 0-1ナップサック問題（入力は全て正の整数）

 部分問題（r = 1, 2,…, n,  λ = 0, 1, …, b)

この部分問題の最適値

元の問題の最適値



0-1ナップサック問題の最適解の性質

 部分問題（r = 1, 2,…, n,  λ = 0, 1, …, b)

この部分問題の最適値

 Pr(λ)の最適解 x* において x*r = 0 ならば
(x*1, …, x*r-1)はPr-1(λ)の最適解

 Pr(λ)の最適解 x* において x*r = 1 ならば
(x*1, …, x*r-1)はPr-1(λ-ar)の最適解



0-1ナップサック問題に関する再帰式

計算時間
O(nb)



0-1ナップサック問題の最適解の計算

ここで

 最適解も再帰的に計算可能

よって，



0-1ナップサック問題の問題例
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整数ナップサック問題と部分問題

 整数ナップサック問題（入力は全て正の整数）

 部分問題（r = 1, 2,…, n,  λ = 0, 1, …, b)

この部分問題の最適値

元の問題の最適値



整数ナップサック問題の最適解の性質

 部分問題（r = 1, 2,…, n,  λ = 0, 1, …, b)

この部分問題の最適値

 Pr(λ)の最適解 x* において x*r = t ならば
(x*1, …, x*r-1)はPr-1(λ- t ar)の最適解



整数ナップサック問題に関する再帰式

再帰式において
計算時間 O(nb2)

改善は
可能か？



整数ナップサック問題の最適解の性質
その２
 部分問題（r = 1, 2,…, n,  λ = 0, 1, …, b)

この部分問題の最適値

 Pr(λ)の最適解 x* において x*r = 0 ならば
(x*1, …, x*r-1)はPr-1(λ)の最適解

 Pr(λ)の最適解 x* において x*r = 1+t  (t≧0) ならば
(x*1, …, x*r-1, t)はPr(λ-ar)の最適解



整数ナップサック問題に関する再帰式
その２

計算時間
O(nb)



整数ナップサック問題の問題例
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整数ナップサック問題の最適解の性質
その３
 新たな部分問題（λ = 0, 1, …, b)

この部分問題の最適値

 Pn(λ)の最適解 x* において，ある j に対して
x*j = 1+t  (t≧0) ならば
(x*1, …, x*j-1, t, x*j+1, …, x*n) は Pn(λ-aj) の最適解



整数ナップサック問題に関する再帰式
その２

計算時間 O(nb)



整数ナップサック問題の問題例
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容量なしロットサイズ決定問題

 ロットサイズ決定問題

 各期における製品の製造数を決定する問題

 需要を満たしつつ，製造コスト，在庫の保管コストを最小に

 入力
 n: 期間数

 ft：第t期における製造開始コスト

 pt：第t期における製品１単位当りの製造コスト

 ht：第t期における製品１単位当りの保管コスト

 dt：第t期における製品の需要量



混合整数計画問題による定式化

 変数
 xt：第t期における製品の製造量

 st：第t期における製品の在庫量

 yt∈{0,1}：第t期で製品を製造するとき1,そうでないとき0



製品の流れ

1 2 3 4 5

生産量x1 x2 x3 x4 x5

在庫量s1 s2 s3 s4
需要量d1 d2 d3 d4 d5



部分問題

問題(Pk)

第１期から第k期までに問題を制限



最適解の性質

次の条件を満たす最適解が存在
① xt > 0 ならば st-1 = 0 （st-1 > 0 ならば xt=0）
② xt>0 ならば，ある k に対して xt = dt + dt+1 + … + dt+k

1 2 3 4 5

d1+d2 0 d3 d4+d5 0

d2 0 0 d5
d1 d2 d3 d4 d5

部分問題P3に

対する最適解

部分問題P2に

対する最適解

第１～２期に生産
した製品は

第２期終了時には
在庫に存在しない



ロットサイズ決定問題の再帰式

次の条件を満たす最適解が存在
① xt > 0 ならば st-1 = 0 （st-1 > 0 ならば xt=0）
② xt>0 ならば，ある k に対して xt = dt + dt+1 + … + dt+k

①，②を満たす最適解において xt>0 ならば，

(x1, x2, …, xt-1) は部分問題 Pt に対する最適解である

部分問題 Pk の最適値をH(k)とおくと，



ロットサイズ決定問題の再帰式

次の条件を満たす最適解が存在
① xt > 0 ならば st-1 = 0 （st-1 > 0 ならば xt=0）
② xt>0 ならば，ある k に対して xt = dt + dt+1 + … + dt+k

①，②を満たす最適解において xt>0 ならば，

(x1, x2, …, xt-1) は部分問題 Pt-1 に対する最適解である

部分問題 Pk の最適値をH(k)とおくと， (H(0)=0)



ロットサイズ決定問題の問題例
 n: 期間数 = 4
 ft：第t期における製造開始コスト (12,20,16,8)
 pt：第t期における製品１単位当りの製造コスト (3,3,3,3)
 ht：第t期における製品１単位当りの保管コスト (1,2,1,1)
 dt：第t期における製品の需要量 (2,4,5,1)

０

H(4)H(3)H(2)H(1)H(0)



最適解の性質（証明）

次の条件を満たす最適解が存在
① xt > 0 ならば st-1 = 0 （st-1 > 0 ならば xt=0）
② xt>0 ならば，ある k に対して xt = dt + dt+1 + … + dt+k

（①の証明）t ≦ m に対して①を満たす最適解(x, s, y)が存在すると仮定，
t ≦ m+1 に対して条件を満たす最適解が存在することを示す．
sm>0のとき，ある u≦mに対して xu>0, xu+1=…=xm=0, su, su+1, …, sm>0
すなわち，第m+1期において，第u期で生産された製品がまだ保管されている．
解の最適性より，xm+1>0ならば pm+1 = pu +su+…+sm
よって，xm+1 を減らしてxuを増やしても，またxm+1 を減らしてxuを増やしても，解

の最適性は変わらない．
このことより，最適性を保ったまま，xm+1とsmのどちらかを0にすることが出来る．
このようにして得た最適解は, t≦m+1に対して条件①を満たしている．

（②の証明）条件①を使うと示すことが出来る．


