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中間試験について
• 日時：１１月３０日（水）13:00～14:30 
• 今日までにレポートを一度も出していない場合，受験不可

• 教科書，ノート等の持ち込みは一切不可

• 座席はこちらで指定

• 試験内容：先週（第６回目）までの講義で教えたところ

– アルゴリズムやデータ構造の挙動

– 時間計算量の解析，および関連する証明問題

– 用語の定義，など

• ５０点満点，３０点以上は合格

– レポート提出状況が良い場合は，25点以上で合格

• 今後の予定：

– 11月23日：祝日，11月30日：中間試験

– 12月7日：休講，12月14日：授業



レポート（プログラム作成）

連結リストを用いた下記のプログラムを作成しなさい．

問1：キーボードから入力された数字を，次々に連結リストに追加して
いくプログラムを作成しなさい．ただし，入力される数字は正の整
数とし，０が入力されたらプログラムは終了するものとする．

問2： （問１の続き）連結リストのセルの順番を，逆順に並び替えるプ
ログラムを作成しなさい．ただし，並び替えの際には元々のセルを
使うこととし，新しいセルは作らないこと．

※スライド「要素の追加の実装」に書いてあるプログラムを参考に
してください．

問3：（問１の続き）リストの中のセルを数字の小さい順に並び替える
プログラムを作成しなさい．出来れば，並び替えの際には元々の
セルを使うこととし，新しいセルは作らないこと．

締切：１１月３０日（水）まで



復習＋先週の残り



ナップサック問題
• ハイキングの準備

• ｎ個の品物の中から持って行くものを選択

• ナップサックには b kg まで入れられる

• 品物 ݅ ൌ 1,2,… , ݊	の重さは	ܽ௜	kg, 利用価値は ܿ௜
（共に正の実数）

• 利用価値の合計を最大にしたい

目的関数： ∑ ܿ௜	ݔ௜௡
௜ୀଵ  最大

制約条件： ∑ ܽ௜	ݔ௜ ൑ ܾ௡
௜ୀଵ
,ଵݔ ,ଶݔ … , ௡ݔ ∈ 0,1

0-1ナップサック問題

連続ナップサック問題

௝ݔ ∈ 0,1 を0 ൑ ௝ݔ ൑ 1に置き換え

（例：品物が液体，粉末の場合）



連続ナップサック問題の最適解

定理：
௖భ
௔భ
൒ ௖మ

௔మ
൒ ⋯ ൒ ௖೙

௔೙
が成り立つと仮定

次のベクトルሺݔଵ∗, ,∗ଶݔ … , ௡∗ሻは最適解ݔ

∗௝ݔ ൌ ቐ
1 ሺ݆ ൌ 1,2,… , ݍ െ 1ሻ

ሺܾ െ ∑ ܽ௜
௤ିଵ
௜ୀଵ ሻ/ܽ௤ ሺ݆ ൌ ሻݍ
0 ሺ݆ ൌ ݍ ൅ 1, ݍ ൅ 2,… , ݊ሻ

ただし，ݍ ∈ ሼ1,2,… , ݊ሽは∑ ௝ܽ ൑
௤ିଵ
௝ୀଵ ܾ ൏ ∑ ௝ܽ

௤
௝ୀଵ を満たす整数

目的関数： ∑ ܿ௜	ݔ௜௡
௜ୀଵ  最大

制約条件： ∑ ܽ௜	ݔ௜ ൑ ܾ௡
௜ୀଵ

0 ൑ ௝ݔ ൑ 1	ሺ݆ ൌ 1,2,… , ݊ሻ

連続ナップサック問題



連続ナップサック問題の最適解：例

定理：次のベクトルሺݔଵ∗, ,∗ଶݔ … , ௡∗ሻは最適解ݔ

∗௝ݔ ൌ ቐ
1 ሺ݆ ൌ 1,2,… , ݍ െ 1ሻ

ܾ െ ∑ ܽ௜
௤ିଵ
௜ୀଵ /ܽ௤ ሺ݆ ൌ ሻݍ
0 ሺ݆ ൌ ݍ ൅ 1, ݍ ൅ 2,… , ݊ሻ

ただし，ݍ ∈ ሼ1,2,… , ݊ሽは∑ ௝ܽ ൑
௤ିଵ
௝ୀଵ ܾ ൏ ∑ ௝ܽ

௤
௝ୀଵ を満たす整数

૚ ૛ ૜ ૝ ૞ ૟ ૠ ૡ

௝ܿ 15 100 90 60 40 15 10 1

௝ܽ 2 20 20 30 40 30 60 10

b=102

q
௝ܽの合計７２

よって(1,1,1,1,(102-72)/40,0,0,0)は最適解



最適解の計算（その１）

簡単な方法

ステップ１： ௝ܿ/ ௝ܽ を大きい順にソートする --- O(n log n)時間


௖ഏሺభሻ
௔ഏ భ

௖ഏሺమሻ
௔ഏሺమሻ

௖ഏሺ೙ሻ
௔ഏሺ೙ሻ

ߨ) 1 ,… , ߨ ݊ は1,… , ݊を並べ替えたもの)
ステップ２：∑ ܽగሺ௝ሻ ൑

௤ିଵ
௝ୀଵ ܾ ൏ ∑ ܽగሺ௝ሻ

௤
௝ୀଵ を満たす

ݍ ∈ ሼ1,2,… , ݊ሽを求める --- O(n)時間

ステップ３：定理に従って，最適解を計算 --- O(n)時間

合計で O(n log n)時間



最適解の計算（その２）

実はソートの必要はない！（以下， ௝ܿ/ ௝ܽ の値は全て異なると仮定）

ステップ１： ∑ ௝ܽ ൑௝∈ௌ ܾ ൏ ∑ ௝ܽ௝∈ௌ ൅ ܽ௞		ሺܵ ൌ ݆ ௝ܿ/ ௝ܽ 	൐ ܿ௞/ܽ௞	 ሻ
を満たす݇ ∈ ሼ1,2,… , ݊ሽを求める

--- O(n)時間で可能！

ステップ２： 下記の式にしたがって最適解を計算 --- O(n)時間

∗௝ݔ ൌ ൞
1 ሺ݆ ∈ ܵのときሻ,

ܾ െ ∑ ܽ௜௜∈ௌ /ܽ௞ ሺ݆ ൌ ݇ሻ
0 ሺ ௝ܿ ௝ܽ⁄ ൏ ܿ௞/ܽ௞	のときሻ



k の計算方法
アイディア：
௖ೕ
௔ೕ

の ݄ ൌ ௡
ଶ
番目に小さい要素を求める

௖೓
௔೓

ାܬ ൌ ݆ ௖ೕ
௔ೕ
൐ ௖೓

௔೓
, _ܬ ൌ ݆ ௖ೕ

௔ೕ
൏ ௖೓

௔೓
とおく

(1) ∑ ௝ܽ ൐ ܾ௝∈௃శ ならば ݇ ∈ ାܬ
(2) ∑ ௝ܽ௝∈௃శ ൑ ܾ ൏ ∑ ௝ܽ௝∈௃శ ൅ ܽ௛ ならば ݇ ൌ ݄
(3) ܾ ൒ ∑ ௝ܽ௝∈௃శ ൅ ܽ௛ ならば ݇ ∈ ܬି

(1)の場合， の中で再帰的に	ାܬ k を探索（探索範囲は半分）

（３）の場合，ିܬ 	の中で再帰的に k を探索（探索範囲は半分）

合計でO(n)時間で k を計算できる



分割統治法



分割統治法
(divide-and-conquer method)

• アルゴリズム設計法のひとつ

• 以下の手順からなる

1. 元の問題を小規模な部分問題に分割

2. 部分問題を再帰的に解く

3. 部分問題の解を統合することにより，元の問題の解を得る

• これまでに出てきた例：マージソート，クイックソート

• 新しい例：長大数のかけ算

分割

統治



マージソートと分割統治法

• マージソートは分割統治法

に基づくアルゴリズム

３ ２ ０ ５ ８ ３ ４ １

①与えられた配列を2分割

３ ２ ０ ５ ８ ３ ４ １

②2分割された配列を
それぞれ再帰的にソート

０ ２ ３ ５ １ ３ ４ ８

③ソートされた２つの配列をマージ

０ １ ２ ３ ３ ４ ５ ８

元の問題を
部分問題に分割

部分問題を再帰的に解く

部分問題の解を統合



クイックソートと分割統治法
• クイックソートは分割統治法に基づくアルゴリズム

（と見ることも出来る）
①軸要素を選んで，軸要素未満の

要素とそれ以外に分割

②2分割された配列を
それぞれ再帰的にソート

③ソートされた２つの配列をつなげる

元の問題を部分問題に分割

部分問題を再帰的に解く

部分問題の解を統合

３ ２ ０ ５ ８ ３ ４ １

３ ５ ８ ３ ４２ ０ １

３ ３ ４ ５ ８０ １ ２

０ １ ２ ３ ３ ４ ５ ８



長大数のかけ算

• 10進数のn桁の数 x=x1x2…xn と y=y1y2…yn の
かけ算を，1桁同士のかけ算を使って計算

• 普通の計算方法：

– 1桁同士のかけ算がn2回必要

– さらに繰り上げの計算，足し算，桁シフトが必要

– 桁シフト： ２３４  ２３４０００ のように桁を移動

注意：かけ算は他の演算に比べて時間がかかる

• 分割統治に基づく方法：

– 1桁同士のかけ算を

に減らすことが可能

583        
×174        

12=3x4
32  =8x4

20 =5x4
21=3x7

:     
:     



長大数のかけ算に対する
分割統治法

• 以下，説明を簡単にするために n = 2k と仮定

• x と y を n/2 桁ごとに2分割する

x=x1…xn/2xn/2+1…xn

a b

y=y1…yn/2yn/2+1…yn

c d

n桁同士のかけ算n/2桁同士のかけ算3回 に分割

ac, bd, (a-b)(c-d) のかけ算の結果がわかれば，
あとはたし算と桁シフトのみを使って計算可能



長大数のかけ算の時間計算量

• T(n): n桁同士のかけ算の際に必要な，
1桁同士のかけ算の回数

• 明らかに T(1) = 1

n桁同士のかけ算n/2桁同士のかけ算3回 に分割

T(n) = 3 T(n/2)

※nが2のべき乗でない場合も，同様のやり方で同様の結果が
得られる

※一般に r 進数に対しても，同様の結果が成り立つ．



動的計画法



部分和問題
(subset-sum problem)

• 入力： n+1 個の正整数 ሺܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௡; 	ܾሻ
• 出力： yes または no を答える

ܽଵݔଵ ൅ ܽଶݔଶ ൅ ⋯൅ ܽ௡ݔ௡ ൌ ܾ	
を満たす0-1ベクトルが存在するyes, しないno

（別の見方：ܽ1, ܽଶ, … , ܽ௡の幾つかを足し合わせてbにできるyes, 
どう組合せても出来ないno）

例1： ܽ1 ൌ 5, ܽ2 ൌ 3, ܽ3 ൌ 2, ܾ	 ൌ 7のとき，
ܽ1 ൅ ܽ3 ൌ ܾ が成り立つ 答えは yes

例2： ܽଵ ൌ 5, ܽଶ ൌ 3, ܽଷ ൌ 2, ܾ	 ൌ 6			のとき，
ܽଵ, ܽଶ, ܽଷをどのように組み合わせても b に一致しない

答えは no



部分和問題の解の性質

部分和問題 1 2 ݊ は

• ݊ を満たす解をもつ

部分和問題 1 1 ௡ିଵ ௡ は解をもつ

• ݊ を満たす解をもつ

部分和問題 1 2 ௡ିଵ は解をもつ

元の問題 1 2 ݊ が解をもつ

２つの部分問題

1 1 ௡ିଵ ௡ 1 2 ௡ିଵ
のどちらかは解をもつ



部分和問題の解法

解の性質を使うと，部分問題を繰り返し解くことで

元の問題の解を得ることが可能

部分問題 1 を について解く

部分問題 1 2 を について解く

部分問題 1 ௡ିଵ を について解く

部分問題 ଵ ௡ିଵ ௡ を について解く

一つの部分問題は定数時間で解ける時間計算量O(nb)



部分和問題の解法の例
部分和問題(3,7,5,8,2; 11) を解く

k＼p 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 ○ × × ○ × × × × × × × ×

2

3

4

5

部分問題(3; p) を 0≦p≦11 について解く

p=0 のときは
常に

解をもつ

p=a1 のときは
解をもつ

それ以外は
解をもたない



部分和問題の解法の例
部分和問題(3,7,5,8,2; 11) を解く

k＼p 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 ○ × × ○ × × × × × × × ×

2 ○ × × ○ × × × ○ × × ○ ×

3

4

5

部分問題(3, 7; p) を 0≦ p ≦11 について解く

(a1; p)が解をもつならば，
(a1,a2; p)も解をもつ

(a1; p-a2)が解をもつならば，
(a1,a2; p)も解をもつ



部分和問題の解法の例
部分和問題(3,7,5,8,2; 11) を解く

k＼p 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 ○ × × ○ × × × × × × × ×

2 ○ × × ○ × × × ○ × × ○ ×

3 ○ × × ○ × ○ × ○ ○ × ○ ×

4 ○ × × ○ × ○ × ○ ○ × ○ ○

5 ○ × ○ ○ × ○ × ○ ○ ○ ○ ○



動的計画法

「最適性の原理」
元の問題の解の部分解は，

元の問題の部分問題の解である

再帰的なアルゴリズム

このアプローチ，もしくはこのアプローチにより得られる
再帰的アルゴリズムを動的計画法という

元の問題

子問題

元の問題の解

解の一部分

子問題
の解



0-1ナップサック問題と部分問題

動的計画法は0-1ナップサック問題にも適用できる

• 0-1ナップサック問題（入力は全て正の整数）

• 部分問題（݇ ൌ 1, 2, … , ݊, ݌ ൌ 0, 1,… , ܾሻ

この部分問題の最適値

元の問題の最適値

௞݂ ݌

目的関数： ∑ ܿ௜	ݔ௜௡
௜ୀଵ  最大

制約条件： ∑ ܽ௜	ݔ௜ ൑ ܾ௡
௜ୀଵ
,ଵݔ ,ଶݔ … , ௡ݔ ∈ 0,1

௞ܲሺ݌ሻ:目的関数： ∑ ܿ௜	ݔ௜௞
௜ୀଵ  最大

制約条件： ∑ ܽ௜	ݔ௜ ൑ ௞݌
௜ୀଵ
,ଵݔ ,ଶݔ … , ௞ݔ ∈ 0,1



0-1ナップサック問題の最適解の性質

• ܲ݇ሺ݌ሻの最適解 ,∗ଵݔ … , ∗௞ିଵݔ , ∗௞ݔ が ∗௞ݔ ൌ 0	を満たす
 ,∗ଵݔ … , ∗௞ିଵݔ は ௞ܲିଵሺ݌ሻの最適解， ௞݂ ݌ ൌ ௞݂ିଵሺ݌ሻ

• 部分問題（݇ ൌ 1, 2, … , ݊, ݌ ൌ 0, 1,… , ܾሻ

この部分問題の最適値

௞݂ ݌

௞ܲሺ݌ሻ:目的関数： ∑ ܿ௜	ݔ௜௞
௜ୀଵ  最大

制約条件： ∑ ܽ௜	ݔ௜ ൑ ௞݌
௜ୀଵ
,ଵݔ ,ଶݔ … , ௞ݔ ∈ 0,1

• ܲ݇ሺ݌ሻの最適解 ,∗ଵݔ … , ∗௞ିଵݔ , ∗௞ݔ が ∗௞ݔ ൌ 1	を満たす
 ,∗ଵݔ … , ∗௞ିଵݔ は ௞ܲିଵሺ݌ െ ܽ௞ሻの最適解，

௞݂ ݌ ൌ ௞݂ିଵ ݌ െ ܽ௞ ൅ ܿ௞

∴ ௞ܲሺ݌ሻの最適解は， ௞ܲିଵሺ݌ሻの最適解
または ௞ܲିଵሺ݌ െ ܽ௞ሻの最適解から作ることが出来る



0-1ナップサック問題に関する再帰式

計算時間
O(nb)

動的計画法

• ∗௞ݔ ൌ 0  ௞݂ ݌ ൌ ௞݂ିଵሺ݌ሻ

• ∗௞ݔ ൌ 1  ௞݂ ݌ ൌ ௞݂ିଵ ݌ െ ܽ௞ ൅ ܿ௞

௞ ௞ିଵ ௞ିଵ ௞ ௞

ただし	 ଵ݂ ݌ ൌ ൜ 0 ሺ0 ൑ ݌ ൑ ܽଵሻ
ܿଵ ሺܽଵ ൑ ݌ ൑ ܾሻ



0-1ナップサック問題の最適解の計算

このとき，

• 最適解も再帰的に計算可能

௞ ௞ିଵ ௞ିଵ ௞ ௞

௞ ௞ିଵ ならば

݇ の最適解は ଵ
∗

௞ିଵ
∗

（ただし， ଵ
∗

௞ିଵ
∗ は ௞ିଵ の最適解）

௞ ௞ିଵ ௞ ௞ ならば

݇ の最適解は ଵ
∗

௞ିଵ
∗

（ただし， ଵ
∗

௞ିଵ
∗ は ௞ିଵ ௞ の最適解）



レポート問題（締切：12月14日）

k＼p 0 1 2 3 4 5 6 7
1 0 0 10 10 10 10 10 10
2
3
4

問1：この０-１ナップサック問題
を動的計画法で解け．下記のよ
うな表を作成すること．

問２： x=4782 と y=9175 のかけ算を，分割統治法を使って
計算せよ．再帰的な計算の部分も省略せずに書くこと．


